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Аннотация. Актуальность и цели. Цель работы – исследование процесса распро-
странения ТЕ-электромагнитных волн в плоском волноводе. Материалы и методы. 
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Abstract. Background. The purpose of this work is to study the process of propagation of 
TE-electromagnetic waves in a plane waveguide. Material and methods. To obtain a nu-
merical solution to the problem, we used the method of the auxiliary Cauchy problem. Re-
sults. A method for analyzing the spectrum of waves in an inhomogeneous wave structure 
has been developed. Conclusions. This method is an effective way to analyze the propaga-
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Введение 
Слой диэлектрика (плоскопараллельный волновод) представляет собой 

простейшую волноводную структуру, широко применяемую на практике 
(планарные оптические волноводы). В случае однородного заполнения (од-
нородный диэлектрик) уравнение, характеризующее спектр задачи, может 
быть получено в явном виде. Этой проблеме посвящено большое количество 
результатов [1–4], в частности, показано существование конечного числа по-
верхностных распространяющихся волн [4]. 

Основное внимание в данной работе уделено классификации ТЕ-волн  
в неоднородном диэлектрическом слое. Такая задача может быть сведена  
с помощью вариационной постановки к анализу операторного пучка в про-
странстве Соболева (такой подход был предложен в [5, 6]. Однако его приме-
нение к открытым структурам чревато некоторыми трудностями. Недавно  
в [5, 6] было показано, что в открытом диэлектрическом слое нет бесконечно-
го числа поверхностных волн, поэтому мы должны комбинировать поверх-
ностные волны и распространяющиеся, чтобы получить бесконечное число 
нормальных волн и доказать полноту системы. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим трехмерное пространство 3  c декартовой системой коор-
динат Oxyz , заполненное изотропной средой без источников, имеющей ди-
электрическую проницаемость 0 constcε ε ≡  и магнитную проницаемость 

0 constμ ≡ , где 0ε  и 0μ  – диэлектрическая и магнитная проницаемости ваку-
ума. Мы рассматриваем электромагнитные волны, распространяющиеся че-
рез слой 

( ){ }: , , : 0 .x y z x hΣ = ≤ ≤  

Предполагаем, что поля гармонически зависят от времени как 
exp( )i t− ω , где 0ω>  – круговая частота. Мы будем рассматривать электро-
магнитные поля вида 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , ;iyz iyz iyz iyz iyz iyz
x y z x y zE x e E x e E x e H x e H x e H x e= =E H  

где γ  – неизвестный комплексный (спектральный) параметр. 
Различают два типа поляризованных волн: ТЕ- и ТМ-поляризованные 

волны: TM – это поляризация магнитного вектора ( )0zH =H  электромаг-
нитного поля, а TE – поляризация электрического вектора ( )0zE =E  элек-
тромагнитного поля. Заметим, что указанные задачи являются независимыми, 
но можно дать общую формулировку таких задач. 

Определение электромагнитных волн сводится к нахождению нетриви-
альных решений системы уравнений Максвелла, зависящих от координаты z, 
вдоль которой структура регулярна, в виде i ze γ : 

 0

0

,
,

i
i

∇× = − ε ε
∇× = ωμ

H E
E H


  (1) 
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с условием непрерывности тангенциальной составляющей электрического и 
магнитного поля на поверхностях разрыва диэлектрической проницаемости 
(x = 0 и x = h): 

 [ ] 00
0, 0,y z xx

E H
==

  = =    (2) 

и 

 [ ]0, 0,y z x hx h
E H

==
  = =    (3) 

где [ ]
0

0 00 0
lim ( ) lim ( )x x x x x

f f x f x
→ − → +

= − .  

Мы не будем фиксировать условие излучения на бесконечности, пото-
му что хотим рассмотреть проблему для произвольных γ . 

Считаем, что относительная диэлектрическая проницаемость во всем 
пространстве имеет вид 

 
, 0 ,
, .c

x h
x h

ε ≤ ≤
ε = ε >
   (4) 

Мы также предполагаем, что ( ) cxε > ε  является непрерывной функци-
ей на отрезке [ ]0,h , т.е. ( ) [ ]0,x С hε ∈  и ( )Im 0xε = . 

Задача о поляризованных волнах представляет собой задачу на соб-
ственные значения для уравнений Максвелла со спектральным параметром γ, 
который является постоянной распространения волноведушей структуры. 

Поле нормальных ТЕ- и ТМ-поляризованных волн в волноводе можно 
представить с помощью скалярной функции 

 ( ): .yu E x=   (5) 

Таким образом, задача сводится к нахождению тангенциальной состав-
ляющей электрического поля u . 

Мы имеем следующую задачу на собственные значения для касатель-
ной компоненты электрического поля u : найти γ∈  такие, что существуют 
нетривиальные решения дифференциального уравнения 

 ( )2 2
0 0 0,u u′′ + ω μ ε ε − γ =   (6) 

удовлетворяющие условиям сопряжения 

 [ ] [ ]0 00, 0,x xu u
= =

′= =   (7) 

и 

 [ ] [ ]0, 0.x h x hu u= =
′= =   (8) 

При x h>  мы имеем cε = ε ; из (6) получаем уравнение 

 0.u u′′ + λ =   (9) 
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Выберем решение этого уравнения в виде 

 ( ) ( ); , 0,h xu x Ae x− λλ = <   (10) 

где 2 2 2
0 0 cλ = γ −ω ε μ ε  и λ  – новый (комплексный) спектральный параметр; 

A  – константа. Если Re 0λ > , мы имеем поверхностную волну. Если 
Re 0λ < , мы имеем вытекающую волну. 

При 0x <  мы имеем cε = ε ; из (6) получаем уравнение 

 2 0.u u′′ − λ =   (11) 

Выберем решение этого уравнения в виде 

 ( ); , 0,xu x Ae xλλ = <   (12) 

где A  – константа.  
При 0 x h< <  мы имеем ( )xε = ε ; тогда из (6) получаем уравнение  

 ( )2 0,u e u′′ + − λ =   (13) 

где 

 ( ) ( )( )2
0 0; .ce x xω = ω ε μ ε − ε   (14) 

Определение 1. λ∈  называется характеристическим числом задачи, 
если существует нетривиальное решение u уравнения (13) при 0 x h< < , удо-
влетворяющее (10) при x h>  и (12) при 0x < , условиям сопряжения (7) и (8). 

2. Численный метод 
Рассмотрим задачу Коши для уравнения 

 ( )2 0u e u′′ + − λ =   (15) 

с начальными условиями  

 (0) : , (0) : .u A u A′= = λ   (16) 

Предполагаем, что решение задачи Коши (15), (16) существует и един-
ственно. Оно определено на всем отрезке [ ]0,h  при заданных значениях h  и 
непрерывно зависит от параметра λ . Используя условия сопряжения на вто-
рой границе h  (8), получаем дисперсионное уравнение 

 ( ) ( ) ( ) 0.u h u h′Δ λ ≡ λ + =   (17) 

Из формулы (17) ясно, что значение ∆(λ) выражается через значения 
решения задачи Коши. 

Пусть iλ = α + β , где ,α β∈ . Тогда взяв вещественную и мнимую ча-
сти от выражения (17), получим систему действительных уравнений для 
определения вещественной и мнимой частей комплексной частоты λ : 
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( ) ( )1 , : Re 0,Δ α β = Δ λ =  

 ( ) ( )2 , : Im 0.Δ α β = Δ λ =   (18) 

Чтобы найти пару ( , )α β , мы будем численно решать систему уравне-
ний (18). Решение каждого уравнения в (18) будем изображать в виде кривой 
в плоскости Oαβ . Перенося обе кривые в одну плоскость, мы получаем точ-
ки пересечения кривых; эти точки являются решением исходной задачи. 

Разбивая отрезки по α  и β  на более мелкие отрезки, мы задаем сетку, 

состоящую из узлов ( ) ( ),i jα β , необходимых нам для использования метода 
пристрелки. Решая задачу Коши (15), (16) для каждого из узлов сетки, мы 
находим величины ( ), ( )u i j h  и ( ), ( )u i j h′  для каждого узла. В силу непре-
рывной зависимости решения ( ), ,u h α β  от параметров α  и β  получаем, что 

существует точка ( )( ) ( )ˆ,i jα β  в плоскости Oαβ , где ( )ˆ jβ  лежит внутри ин-

тервала ( )( ) ( 1),j j+β β , такая, что ( )1 , 0Δ α β = . Чем мельче сетка, которую мы 

задаем, тем более точное решение мы находим. Повторив эту процедуру для 
всей сетки, мы получим набор пар ( )( ) ( ),p qβ β , образующих кривую (синяя 

кривая на рис. 1 ), приближенное решение уравнения ( )1 , 0Δ α β =  в плоско-
сти Oαβ . 

 

 
Рис. 1. Численное решение системы (18): синяя кривая – решение первого  

уравнения системы (18); красная кривая – решение второго уравнения системы (18);  
точка пересечения синей и красной кривых, обозначена  

желтым цветом, является решением системы (18) 
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Применяя ту же процедуру к уравнению ( )2 , 0Δ α β = , мы получаем 
еще одну кривую (красная кривая на рис. 1) в плоскости Oαβ , которая явля-
ется приближенным решением указанного уравнения. Очевидно, точка пере-
сечения (желтая точка на рис. 1) расчетных кривых является приближенным 
решениям задачи. Если сделать сетку более плотной, то решения можно по-
лучить настолько точными, насколько это необходимо. 

3. Численные результаты 
На рис. 2–7 показаны рассчитанные постоянные распространения  

ТЕ-поляризованных волн в слое, заполненном однородным и неоднородным 
диэлектриком, диэлектриком с потерями и метаматериалом. 

 

 
0,25ω=  0,5ω=  

  
0,75ω=  1,0ω=  

Рис. 2. Численное решение системы (18) для однородного диэлектрика 4ε =  
 
На рис. 2 синие и красные кривые – численные решения соответствен-

но первого и второго уравнений системы (18); зеленые и фиолетовые – точки 
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пересечения – постоянные распространения распространяющейся поверх-
ностной и вытекающей ТЕ-волны; желтые точки пересечения – константы 
распространения сложных вытекающих ТЕ-волн. 

 

0,25ω=  0,5ω=  

0,75ω=  1,0ω=  
Рис. 3. Численное решение системы (18)  

для неоднородного диэлектрика 4 /x hε = +   
 
На рис. 3 синие и красные кривые – численные решения соответствен-

но первого и второго уравнений системы (18); зеленые и фиолетовые точки 
пересечения – это постоянные распространения распространяющейся по-
верхностной и вытекающей ТЕ-волны; желтые точки пересечения – констан-
ты распространения сложных вытекающих ТЕ-волн. 

На рис. 4 синие и красные кривые – численные решения соответствен-
но первого и второго уравнений системы (18); зеленые и фиолетовые точки 
пересечения – это постоянные распространения распространяющейся по-
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верхностной и вытекающей ТЕ-волны; желтые точки пересечения – констан-
ты распространения сложных вытекающих ТЕ-волн. 

 

0,25ω=  0,5ω=  

0,75ω=  1,0ω=  

Рис. 4. Численное решение системы (18)  
для однородного диэлектрика с потерями 4 0,1 iε = + ω  

 
На рис. 5 синие и красные кривые – численные решения соответствен-

но первого и второго уравнений системы (18); желтые точки пересечения – 
константы распространения сложных вытекающих ТЕ-волн. 

На рис. 6 синие и красные кривые – численные решения соответствен-
но первого и второго уравнений системы (18); желтые точки пересечения – 
константы распространения сложных вытекающих ТЕ-волн. 

Мы провели численные эксперименты для четырех значений частот. 
Определяются распространяющиеся, затухающие и сложные поверхностные 
и вытекающие TE-волны. 
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0,25ω=  0,5ω=  

  
0,75ω=  1,0ω=  

Рис. 5. Численное решение системы (18)  
для однородного метаматериала 4ε = −   

 
В расчетах используются следующие значения параметров: 1,cε =  

0 1,ε =  0 1,μ =  1,A =  4,h =  1 5,a = −  2 5,a =  1 0,05,τ =  1 5,b = −  2 5b = −  и 

2 0,05τ = . 
Рисунки 2–6 показывают, что нет сложных поверхностных ТЕ-волн 

(нет точек пересечения синей и красной кривых в области Re 0,γ >   
Im 0γ ≠ . 

На рис. 2–4 представлены результаты расчетов для диэлектрика и ди-
электрика с потерями. 

В случае метаматериала (5) и (6) с увеличением частоты абсолютные 
значения постоянных распространения, соответствующие сложным вытека-
ющим ТЕ-волнам, увеличиваются. 
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0,25ω=  0,5ω=  

  
0,75ω=  1,0ω=  

Рис. 6. Численное решение системы (18)  
для неоднородного метаматериала 3 1 1xε = − + −  
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